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Qua trinh Poisson

MOt qua trinh Poisson, dat theo tén nha todn hoc ngudi Phap
Siméon-Denis Poisson (1781 - 1840), 1a mdt qua trinh ng4u nhién
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dugc dinh nghia theo sy xudt hién cla cic bién c6. Mot qua e L SN SN
trinh ngau nhién N(t) 1a mOt qué trinh Poisson (thdi gian-thudn Cﬂ) 1) @ Q‘)

nhat, mOt chiéu) néu:

M0 ta truc quan vé qua trinh
- N(O) =0 Poisson bat dau tr 0, trong do6 cac
= S8 cac bién c6 xay ra trong hai khodng con khong giao gia s6 xay ra lién tyc va khdng phuy
< x % i A 1a thudc vdi ty 1é A.
nhau la cac bién ngau nhién doc lap.
= X&c sudt cua sb bién cd trong mot khoang con [¢,t + 7]
nao dé dugc cho bdi cong thirc

e AT ()\T)k

P(N(t+7)~ N(®) =k = =

k=0,1,...

trong d6 s6 A duong 1a mot tham s c6 dinh, dugc goi 14 tham so ti 1€ (rate parameter). C6 nghia 13,
bién ngdu nhién N(¢ 4+ 1) — N(t) mo ta s6 lan xudt hién trong khodng thdi gian [t, t + 7] tudn theo
mOt phan b6 Poisson v&i tham s6 AT.

Tong quat hon, mot qué trinh Poisson 1a mét qua trinh gan cho mobi khodng thdi gian bi chdn hay moi
viing bi chan trong m&t khéng gian nao dé (chang han, mét mat phdng Euclid hay mot khéng gian
Euclid 3 chiéu) mot s& ngdu nhién cac bién ¢, sao cho:

= CA&c s6 lugng bién cd trong cac khodng thai gian (hay viing khong gian) khéng giao nhau la
céc bién ngau nhién doc 1ap; va
= S bién ¢ trong moi khodng thdi gian hay vang khong gian 1a mot bi€én ngau nhién vdi
phan b6 Poisson
Qua trinh Poisson 1a mOt trong cac qué trinh Lévy n6i tiéng. Céc qua trinh Poisson thdi gian thuan nhat
(time-homogeneous) con 1a cac vi du cla cac qué trinh Markov thdi gian lién tuc thdi gian thudn nhat.
MOt qué trinh Poisson mOt chiéu thdi gian thudn nhat 1a mOt qua trinh sinh san thudn tiy (pure-birth
process) - vi du don gidn nhat vé mot qua trinh sinh-t(r (birth-death process)

Cacvidu

= S6 cudc dién thoai tGi téng dai trong mot khodng thdi gian xac dinh c6 thé cé mot phan bo
Poisson, va s6 cudc dién thoai tdi trong cac khodng thai gian khéng giao nhau c6 thé doc
l&p thong ké véi nhau. Bay la mdt qua trinh Poisson mét chiéu. Trong cac mo hinh don
gian, ta co thé gia thiét mét ti 1€ trung binh 1a hang s6, vi du A = 12,3 cudc goi mdi phut.
Trong trdng hgp do, gia tri ky vong clia s6 cudc goi trong mot khodng thai gian bat ky la ti
|é nhan vd&i khodng thai gian, At. Trong cac bai toan thuc t€ hon va phirc tap hon, ngudi ta
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str dung mot ham ti 1é khdng phai 1a hang s6: A(t). Khi dé, gia tri ky vong clia s6 cudc dién
thoai trong khoang gitra th&i diém a va thdi diém b 1a

/a " \(#) dt.

= S04 hat photon dap vao may phat hién photon trong mét khodng thdi gian xac dinh cé thé
tuan theo mot phan bo Poisson.

» SO qua bom rai xuéng mdt khu vuc xac dinh tai London trong nhitng ngay dau cua bai
chién Thé gidi 1an thi 1l c6 thé 1a mot bién ngau nhién véi phan bé Poisson, va s6 bom roi
xuéng hai khu vuc khéng giao nhau clia thanh phé cé thé doc 1ap théng ké. S6 qua bom roi
xudng mot khu vurc A la mét qua trinh Poisson hai chiéu trén khong gian xac dinh bdi khu
vucC A.

= Cé&c nha thién van hoc co thé coi s6 vi sao trong mot thé tich vii tru cho trudce 1a mot bién
ngau nhién véi mdt phan bd Poisson, va coi s8 sao trong hai viing khéng giao nhau cda vii
tru la doc 1ap théng ké. S8 sao quan séat dugc trong mot thé tich V nao dé [a mot qua trinh
Poisson ba chiéu trén khéng gian xac dinh bdi thé tich V.

Cac qua trinh Poisson mOt chiéu

MOt qué trinh Poisson mOt chiéu trén khodng tlr 0 dén o (nghia 1a khi d&ng hod bat dau tlr thdi diém 0
va la khi ta bat ddu d€m) c6 thé dugc xem la mOt ham ngdu nhién khong gidm vdi gia tri nguyén N(t),
ham nay dém s6 1an "xudt hién" trudc thdi diém t. Cling nhu mdi bién ngdu nhién Poisson dugc dac
tru'ng b&i mot tham s vo hu'dng (scalar parameter) A, mbi qua trinh Poisson dugc ddc trung b&i mot
ham ti 1& A(f), d6 1a ky vong c(a s6 "1an xudt hién" hay "bi€n c6" xay ra trong mobi don vi thdi gian.
Néu ti 1& d6 1a hang s, thi sO N(t) bién c6 xay ra trudc thdi diém t c6 mOt phan bd Poisson vdi gia tri
ky vong At.

Cho X, 1a s6 1an xudt hién trudc thdi di€m t, T, 1a thdi di€m cla 1an xudt hién thr x, v&ix = 1, 2, 3,....
(Ta dung ky hiéu X 16n va T 16n cho cac bi€n ngAu nhién, va x nhd va t nhd cho cac gia tri khong ngau
nhién.) Bién ngdu nhién X, c6 m6t phan b6 xéc sudt roi rac—mot phan b6 Poisson—va bién ngdu
nhién T, c6 mOt phan b6 xac sudt lién tuc.

R rang, s6 1an xudt hién trudc thdi diém ¢ nho hon x khi va chi khi thdi gian dgi cho dén 1an xudt
hién th( x 16n hon t. Bang ky hiéu, bién c6 [ X, < x ] xay ra khi va chi khi bién c6 [ T, > t ]. V4y, xac
sudt clla cac bién c6 nay 1a bang nhau:

P(X; <z)=P(T, > 1)

Thu'c t€ nay cOng vGi kién th(rc vé phan b6 Poisson cho phép ta tim phan bd xac sudt cla cac bién
ngau nhién lién tuc nay. Trong trudng hop ty 1€, nghia la ky vong cla s6 1an xudt hién trong moi don
vi thoi gian, 1a hang s6, cong viéc ndy kha don gidn. Cu thé, xét thdi gian dgi cho t&i 1an xudt hién
th(r nhat. D& thdy, thdi gian d6 16n hon t khi va chi khi s6 1an xudt hién trwdc thdi diém ¢ 1a bang 0.
Néu ty 1€ 1a A 13n xudt hién trong mOi don vi thdi gian, ta c6

P(T, >t)=P(X; =0)=e™
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Do d6, thdi gian dgi cho dén 1an xudt hién dau tién tudn theo mét phan ph6i mil. Phan phdi mii ndy c6
gia tri ky vong 1/\. Néi cach khac, néu ty 1€ binh quan cla cac 1an xudt hién 1a 6 1an mOi phiit chdng
han, thi thdi gian dgi trung binh t&i khi c6 1an xudt hién dau tién 1a 1/6 phit. Phan ph6i mii khong c6
kha ning nhd, nghia 1a ta co:

P(Ty >t+s| Ty >t) = P(Ty > s)
Cong thUrc trén c6 nghia 1a xac sudt c6 diéu kién cho viéc "ta phdi dgi 1an xudt hién dau tién thém
nhiéu hon, chang han, 10 gidy nita, biét rang ta da dgi 30 gidy rdi ma chua dwgc" khong khac vdi xac
sudt clla viéc "ta vra mdi bat dau dgi va ta phdi dgi thém it nhat 10 gidy nira". Sinh vién hoc mén xac
sudt thudng gdp phai nham 14n dé. Thurc t& rang P(T; > 40 | T; > 30) = P(T; > 10) khéng c6 nghia rdng
cc bién ¢d T; > 40 va T; > 30 1a dQc 1ap. Tém lai, tinh chat khong bd nh& clia phan bd xéc sudt cUa
thdi gian chd dgi T cho dén 1an xudt hién tiép theo c6 nghia la

(Dung) P(Tl > 40 | T > 30) = P(T1 > 10)
N6 khéng c6 nghia la
(Sai) P(Ty > 40 | T > 30) = P(T1 > 40)

(Cong thirc trén c6 nghia doc 1dp. Nhung hai bi€n c6 ndy khéng dbc 1ap)

- Phan phdi Poisson 1a mOt phan phdi xac sudt d6i v4i bi€n ¢d rdi rac. Phan phéi dugc st dung dé
mo hinh héa s 1an xdy ra mOt su kién trong mOt khodng thdi gian c6 dinh hodc mét khong gian co
dinh. Pac diém cla phan phdi nay 14 ty 1& xdy ra cac sy kién 1a khong déi va d6c 18p vGi nhau trong
khoang thi gian hodc khong gian xac dinh.

- Phan phdi Poisson c6 mOt tham s6 duy nhat 1a A (lambda), bi€u thj s6 1an trung binh xdy ra sy kién
trong mOt khodng thdi gian c6 dinh, va k, bi€u thi s6 1an xdy ra su kién trong khodng thdi gian dé.

Xem them

Compound Poisson distribution, Compound Poisson process, Continuous-time Markov process
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